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ВВЕДЕНИЕ 
В курсе стереометрии задачи, содержащие комбинации 

различных геометрических тел, являются наиболее интересными. 
Их решение требует и хорошего геометрического воображения и 
фактических знаний из различных разделов школьного курса 
геометрии. При этом наиболее разнообразные задачи получаются 
при различных комбинациях сферы и многогранников. Это, прежде 
всего, сочетание выпуклого многогранника с вписанной и 
описанной сферой, хотя не редко рассматриваются и другие случаи 
их взаимного расположения.  

В данном методическом пособии подробно рассматриваются 
методы решения задач на комбинации пирамиды и призмы с 
вписанными и описанными сферами, а также некоторые 
нестандартные случаи расположения сферы и этих многогранников. 
Приводится ряд полезных упражнений,  а также сформулированы 
некоторые имеющие практическое значение утверждения, 
доказательство которых можно также рассматривать как отдельные 
упражнения. 

Для решения задач, содержащих различные комбинации 
выпуклых многогранников и сферы, как правило, возникает 
необходимость  определить расположение  центра сферы  и точек 
касания сферы с различными плоскостями и прямыми. С этой 
целью можно использовать следующие свойства и утверждения. 

 
Свойства секущих и касательных к сфере 

1. Если две прямые пересекаются в точке S и касаются сферы в 
точках K и L, то SK = SL. 

2. Если две прямые пересекаются в точке S, и одна из них касается 
сферы в точке К, а другая пересекает сферу в точках А и В, то 

2SK . SBSA =⋅
3. Если две прямые пересекаются в точке S и пересекают сферу в 

точках А, В и С, D, то SDSCSBSA ⋅=⋅ . 
 



Геометрические места точек в пространстве 
1. Геометрическое место точек, равноудаленных от двух точек – 

плоскость, проходящая через середину отрезка, соединяющего 
данные точки, и перпендикулярная к нему. Каждая точка этой 
плоскости является центром сферы, проходящей через данные 
точки. 

2. Геометрическое место точек, равноудаленных от двух 
пересекающихся прямых – две плоскости, перпендикулярные 
плоскости данных прямых, проходящие через биссектрисы углов 
между этими прямыми. Каждая точка такой плоскости является 
центром сферы, касающейся данных прямых. 

 
Замечание. Отсюда, в частности, следует, что 

ортогональная проекция точки, равноудаленной от сторон данного 
угла, лежит на его биссектрисе. 
 
3. Геометрическое место точек, равноудаленных от двух данных 

пересекающихся плоскостей – две плоскости, делящие пополам 
двугранные углы между этими плоскостями (биссекторные или 
биссектральные плоскости). Каждая точка биссекторной 
плоскости является центром сферы, касающейся данных 
плоскостей. 

4. Геометрическое место точек, равноудаленных от трех данных 
точек, не лежащих на одной прямой, – прямая, проходящая через 
центр окружности, проведенной через данные точки и 
перпендикулярная плоскости, содержащих данные точки. 
Каждая точка этой прямой является центром  сферы, 
проходящей через данные три точки. 

 



I Вписанная сфера 
Сфера (шар) называется вписанной (вписанным) в выпуклый 

многогранник, если она (он) касается всех его граней. 
Центр O вписанной сферы – точка, равноудаленная от всех 

граней многогранника (рис. 1). 
Из определения следует, что если OA, OB, OC … – 

перпендикуляры, опущенные из 
центра сферы на грани 
многогранника, то OA = OB = OC  
= … .  

 
Упражнение 1. Доказать, 

что если из точек A и B (рис.1) 
опустить перпендикуляры на 
ребро MN по которому 
пересекаются грани, содержащие 
точки A и B, то их основанием будет одна и та  
же точка  P . 

B 

A

M

N
О

C

P

Рис.1

 
 Теорема 1. Если в выпуклый многогранник вписана сфера, 

то её центр является точкой пересечения биссекторных 
плоскостей всех двугранных углов многогранника. Обратно в 
выпуклый многогранник можно вписать сферу, если биссекторные 
плоскости всех его двугранных углов пересекаются в одной точке.  

 
Доказательство теоремы 1 основывается на том факте, что 

биссекторная плоскость двугранного угла является геометрическим 
местом  точек, равноудаленных от его граней. 

Если известны объем V и полная поверхность S выпуклого 
многогранника, то радиус вписанной сферы r можно вычислить по 
формуле 

                                            .3
S
Vr =                                        (1) 

Действительно, объем выпуклого многогранника равен сумме 
объемов пирамид, которые получаются, если соединить  центр 
вписанной сферы со всеми его вершинами. Высота каждой такой 



пирамиды равна радиусу r. Если S1, S2 ...  – площади граней 
многогранника, то  

.
3
1...)(

3
1...

3
1

3
1

2121 SrSSrrSrSV ⋅=++⋅=+⋅+⋅=  

Выражая r, получаем формулу (1). 

Пирамида и вписанная сфера 
Используя теорему 1 можно доказать следующие 

утверждения: 
1. В любую треугольную пирамиду можно вписать сферу. 
2. В правильную n-угольную пирамиду можно вписать сферу. 
3. Центр сферы, вписанный в правильную пирамиду, лежит на ее 

высоте. 
Вопрос о положении центра вписанного шара является 

ключевым, и его решение требует определенных навыков и 
геометрического воображения. В отдельных случаях (см. задачи1 и 
2) могут быть полезными следующие упражнения: 

 
Упражнение 2.Доказать, что если вершина описанной 

пирамиды проектируется в центр окружности, вписанной в ее 
основание, то центр вписанного шара лежит на высоте пирамиды. 

 
Упражнение 3. Доказать, что перпендикуляр, опущенный 

из любой точки высоты пирамиды на высоту боковой грани, 
перпендикулярен плоскости этой 
грани.  

 
Задача 1. В правильную 

треугольную пирамиду вписан шар. 
Определить угол наклона боковой 
грани пирамиды к плоскости 
основания, зная, что отношение 
объема пирамиды к объему шара 

равно 
π4

327 . 

S 

K B O1 

Решение. Пусть SABC – данная пирамида, SO – её высота (рис. 2). 
Проведем SD BC, тогда по теореме о трех перпендикулярах ⊥

D
OA 

C

Рис. 2 



OD BC, следовательно, отрезок BC перпендикулярен плоскости 
OSD и угол SDО является линейным углом двугранного угла с 
ребром ВС. Пусть O1 – центр вписанного шара, O1 

⊥

∈  SO. Проведем 
O1K SD. Так как O1K⊥ ⊥ BC, то отрезок O1K перпендикулярен 
плоскости SBC (см. упражнение 3) и, следовательно,  K – точка 
касания шара с гранью SBC. Обозначим объем пирамиды через V1, 
объем шара через V2, искомый угол SDO через α , высоту 
пирамиды SO через h, радиус вписанного шара через r; O1K = O1O = 
r. Соединим точки D и O1. Так как O1K = O1O, то O1D – биссектриса 

угла SDO, O1DO = ∠
2
α . 

Вычислим объём пирамиды, имеем: OD = r
2
αctg⋅ , 

AB = ⋅32 OD = 32 r
2
αctg⋅ ,  S∆ABC = 

4
3 AB2 = 33 r2 

2
2 αctg⋅ , SO = OD ∠⋅ tg SDO = αα tgctgr ⋅⋅=

2
. Таким образом, 

αα tgctgrSOSV ABC ⋅⋅=⋅= Δ 2
3

3
1 33

1 . 

Так как по условию задачи 21 3274 VV =π , и 3
2 3

4 rV ⋅= π , 

то 

                                  27
2

3 3 =⋅⋅ αα tgctg .                              (2) 

 
Применяя тригонометрические формулы двойного угла, 

преобразуем уравнение (2) к виду 

09
2

9
2

2 24 =+⋅−⋅
αα ctgctg . 

Отсюда, либо 3
2

2 =
αctg , либо 

2
3

2
2 =

αctg . 

Так как угол α  острый, то получаем два возможных значения 
искомого угла: 



31
πα = , 

2
322 arcctg=α . 

 
Задача 2. Сфера радиуса r вписана в пирамиду, в 

основании которой лежит ромб с острым углом α . Боковые грани 
пирамиды наклонены к плоскости основания под углом β . Найти 
объем пирамиды. 

 
Решение. Пусть SABCD данная пирамида, α=∠BAD . Так 

как все грани пирамиды 
наклонены к плоскости 
основания под одним и тем же 
углом, то высота пирамиды 
проходит через центр 
окружности, вписанной в 
основание, то есть через 
точку O пересечения 
диагоналей ромба (рис. 3). 

S 

Пусть далее, 
, тогда DCSM ⊥ DCOM ⊥  и 

β=∠SMO . О ачим через 
центр вписанной сферы, 

SOO ∈1 ие 2). Проведем SMKO

бозн O1 

упражнен( ⊥1 , тогда SDCKO ⊥1  
(упраж  и  K – точка касания сферы с гранью SDC ; 

rOOKO == 11 . прямоугольного треугольника 

SO1K  получаем 

нение 3) 
Из 

°= )90( 1∠SKO
βcoscos 1

1

KSO
KO

∠
=1

rSO = .  

Следовательно, 
β

β

β cos
2

cos2

cos

2

11

⋅
=+=+=

r
rrOOSOSO . 

C
B

K 
О1 

N O 

M
A 

D 
Рис.3 



Так как O1O = O1K, то MO1 – биссектриса угла SMO и 

21
β

=∠ MOO . Из прямоугольного треугольника O1OM, имеем 

211
βctgrMOOctgOOOM ⋅=∠⋅= . 

Вычислим площадь ромба ABCD. Имеем:  

α

β

α sin
2

2

sin

ctgrDNAD
⋅

== , 
α

β

α
sin

2
4

sin
22

2
ctgr

ADS ABCD

⋅
=⋅= .  

Следовательно, 

αβ

ββ

sincos3
2

cos
2

8

3
1

223

⋅⋅

⋅⋅
=⋅=

ctgr
SOSV ABCD . 

 
В некоторых случаях, когда определение положения центра 

вписанного шара требует дополнительных исследований, можно 
воспользоваться формулой (1). Ниже приводится для сравнения два 
способа решения одной и той же задачи.  

 
Задача 3. Основанием пирамиды служит равнобедренный 

треугольник, у которого боковые стороны равны b, а угол между 
ними равен α . Две боковые грани пирамиды, проходящие через 
равные стороны основания, перпендикулярны основанию, а третья 
грань наклонена к нему под углом α . Найти радиус сферы, 
вписанной в пирамиду. 

 
Решение. Первый способ. Пусть SABC – данная 

пирамида, AB = AC = b, α=∠BAC  (рис. 4). Из условия задачи 
следует, что высота пирамиды равна SA. Проведем BCAM ⊥ , 
тогда по теореме о трех перпендикулярах BCSM ⊥ , и α=∠SMA . 

Так как ASCASB Δ=Δ  (по двум катетам), то SC = SB и SM – 
биссектриса угла BSC; АМ – биссектриса равнобедренного 
треугольника ABC. Поэтому плоскость ASM является биссекторной 
плоскостью двугранного угла при ребре SA. Так как плоскость SMA 
перпендикулярна BC, то она пересекает биссекторную плоскость 
двугранного угла при ребре BC по биссектрисе MN треугольника 



SAM. Следовательно, центр вписанной в пирамиду сферы лежит на 
отрезке MN (теорема 1).  

Обозначим центр сферы 
через O и проведем AMOP ⊥ ; OP 
= r, где r – радиус вписанной 
сферы. Ортогональной проекцией 
вписанной в пирамиду сферы на  
плоскость основания является 
окружность радиуса r, касающаяся 
ребер AB и AC. 

Обозначим точку касания 
этой окружности с ребром AC 
через К. Тогда ACPK ⊥ , PK = r. 

Теперь находим  

2
sinsin α

r
PAK

PKAP =
∠

= , 
2
αctgrOMPctgOPPM ⋅=∠⋅= , 

2
coscos α

⋅=∠⋅= bMACACAM . 

Так как AM = AP + PM, получаем уравнение 

2
2

sin2
cos α

α
α ctgrrb ⋅+=⋅ , 

решая которое, находим 

42
cos

2
cos1

2
sin

2
cos αα

α

αα

tgb
b

r ⋅⋅=
+

⋅⋅
= . 

Второй способ. Воспользуемся формулой (1). Для этого 
найдем объем V и полную поверхность S пирамиды. 

Из прямоугольного треугольника SAM имеем: 
ααα tgbtgAMSA ⋅=⋅= )2/cos( . 

Следовательно, 

ααα tgbSASV ABC ⋅⋅⋅=⋅= Δ 2
cossin

6
1

3
1 3 . 

B

C

S

N O

A MPK
Рис. 4 



Так как треугольник ABC является ортогональной проекцией 

треугольника BSC, то αtgb
SMA

S
S ABC

SBC 2cos

2

=
∠

= Δ
Δ , 

αα tgbACASS ASC ⋅=⋅=Δ 2
cos

2
1

2
1 2 . Следовательно,  

4
cos

2
cos22 22 ααα ⋅⋅=++= ΔΔΔ tgbSSSS ASCSBCABC  

4
cos4

sin

4
cos

2
cos4

2
cossin3

222

3

α
α

ααα

ααα ⋅
=

⋅⋅

⋅⋅
==

b

tgb

tgb

S
Vr . 

 
Замечание. Ответ, полученный вторым способом, можно 

преобразовать к виду 
42

cos αα tgbr ⋅⋅= , расписав αsin  по формуле 

двойного угла. 
 
При решении  следующей задачи (задача 4), очевидно, 

удобнее воспользоваться формулой (1). Однако следует обратить 
внимание, что в условии отсутствует ограничение, как правило 
встречающееся в школьных учебниках геометрии, а именно не 
сказано, что вершина пирамиды проектируется внутрь 
треугольника, лежащего в ее основании. Поэтому прежде чем 
приступать к ее решению, полезно выполнить следующее 
упражнение: 

 
Упражнение 4. Доказать, что если из условия задачи 

следует, что в треугольной пирамиде все боковые грани наклонены 
к плоскости основания под одним  и тем же углом,  либо, что 
вершина треугольной пирамиды равноудалена от сторон основания, 
то вершина пирамиды проектируется либо в центр окружности, 
вписанной в основание, либо в один из трех центров вневписанных 
окружностей основания. 

 
Задача 4. Основанием пирамиды служит треугольник со 

сторонами 13, 14 и 15. Все боковые грани пирамиды наклонены к 



плоскости основания под углом 60°. Вычислить радиус вписанного 
шара. 

 
Решение. Задача допускает четыре решения (упражнение 4).  
Рассмотрим случай, 

когда вершина D 
пирамиды ABCD 
проектируется в центр O 
вневписанной окружности, 
касающейся стороны 
ВС=13 треугольника АВС 
(рис. 5). Обозначим через 
ra радиус этой окружности, 
через SABC площадь и через 
р – полупериметр 
треугольника АВС.  

Опустим 
перпендикуляр OE на сторону ВС, OE = ra , тогда по теореме о трех 
перпендикулярах DE ⊥ BC, .  По формуле Герона 

находим 

o60=∠DEO

84=АВСS . Тогда 5,10
8

84
==

−
=

BCp
S

r АВС
a . Из 

прямоугольного треугольника DEC  найдем высоту 
пирамиды: 35,1060 ==∠⋅= otgrDEOtgOEDO a . Теперь можно 

вычислить объем пирамиды: 3294
3
1

=⋅= DOSV АВС .  

Так как по условию задачи все грани наклонены к плоскости 
основания под одним и тем же углом, то высоты всех боковых 
граней равны между собой (доказать!) и равны DE. Таким образом, 
площадь полной поверхности S пирамиды можно вычислить по 
формуле pDESS ABC ⋅+= . Получаем: 52522184 =⋅⋅+= arS . 
Вычислим, наконец, радиус r вписанного шара 

.
175

3294
525

329433
=

⋅
==

S
Vr   

C

D 

B
O

E
A

Рис. 5



Аналогично рассматриваются  случаи, когда ВС=14 и 15. 

Получаем соответственно  
7

312   и      
4

37 . 

Если вершина пирамиды проектируется внутрь треугольника 

в центр вписанной окружности, то      
3

34
=r .                                                

Призма и вписанная сфера 
Приведем несколько фактов, которые полезно помнить при 

решении задач. 
1. Если в призму вписана сфера, то высота призмы равна диаметру 

этой сферы. 
2. Если призма прямая, ортогональной проекцией вписанной сферы 

на плоскость основания призмы будет окружность, вписанная в 
многоугольник – основание призмы. Для наклонной призмы этот 
факт не верен (см. задачу 6). 

3. Центр сферы, вписанной в прямую призму, лежит на середине 
отрезка, соединяющего центры вписанных в основание 
окружностей (докажите). 

Из второго утверждения, в частности, следует, что 
основанием описанного прямого параллелепипеда является ромб. 
Кроме того описанная прямая четырехугольная призма обладает 
свойством, аналогичным свойству описанного четырехугольника 
(см. задачу 1.10). 

Отметим, что условия, при которых в многогранник можно 
вписать сферу являются ключевыми  при решении 
соответствующего класса задач. 

 
Задача 5. Около сферы описана прямая призма, 

основанием которой служит ромб. Найти величину острого угла 
ромба, если большая диагональ призмы составляет с плоскостью 
основания угол α . 

 



Решение. Пусть дана призма ABCDA1B1C1D1, причем 
α=∠ ACC1 . Центр S вписанной в 

нее сферы лежит на середине 
отрезка ОО1, где O и О1 – центры 
окружностей, вписанных в 
основания ABCD и A1B1C1D1 
соответственно (рис. 6).  

Так как призма прямая, 
ортогональной проекцией 
вписанной сферы на плоскость 
основания призмы является 
окружность, вписанная в ромб 
ABCD. Обозначим через M и N 
точки касания этой окружности с ребрами AD и BC соответственно 

, а через x диаметр сферы: ОО1 = MN = CC1 = 
х. 
( ADMNBCMN ⊥⊥ , )

Имеем: AC = CC1 αctgxCACctg ⋅=∠⋅ 1 , 
2
xOM = , 

αctgxACOA
22

== . Следовательно, αtgOA
OMOAM ==∠sin ,  

)arcsin(22 αtgOAMBAD ⋅=∠⋅=∠ . 
Последнее выражение имеет смысл, если 1≤αtg . Так как по 

условию задачи BAD∠  – острый, то 10 << αtg , то есть 
( )4/,0 πα ∈ .  
Таким образом, искомый угол равен )arcsin(2 αtg⋅ , где 

( )4/,0 πα ∈ . 
 
Задача 6. В основании треугольной призмы ABCA1B1C1 

лежит правильный треугольник ABC со стороной, равной а. Ребро 
АА1 перпендикулярно ребру ВС и образует угол  с плоскостью 
основания ABC. Призма такова, что в неё можно вписать шар. 
Найти объем призмы. 

°60

 

DС

O

A1 B1O1

С1 D1 

BA M N

Рис. 6 



Решение. Проведем через центр вписанного в призму шара 
плоскость Р перпендикулярную 
боковым ребрам призмы и обозначим 
через A2, B2, C2 точки ее пересечения 
с прямыми АА1, ВВ1 и СС1 
соответственно. В плоскости Р будут 
лежать все радиусы, соединяющие 
центр сферы и точки ее касания с 
гранями призмы (так как эти радиусы 
перпендикулярны ребрам призмы), 
поэтому линией пересечения сферы с 
плоскостью Р является окружность, 
вписанная в треугольник А2В2С2. 

Итак, для вычисления радиуса 
вписанного в призму шара 
достаточно найти радиус окружности, вписанной в треугольник 
А2В2С2. Понятно, что вместо этого треугольника можно взять 
любой другой, полученный при пересечении призмы какой-нибудь 
плоскостью, параллельной плоскости Р. Рассмотрим например 
плоскость СВЕ, проходящую через ребро ВС перпендикулярно АА1 
(рис. 7). 

Проведем в основании АВС призмы высоту AD и опустим на 
нее перпендикуляр из точки А1. Так как ребро ВС перпендикулярно 
прямым AD и АА1, то оно перпендикулярно плоскости АА1К и 
поэтому перпендикулярно А1К. Отрезок А1К, таким образом, 
перпендикулярен плоскости АВС, АК является проекцией АА1  на 
плоскость основания в °=∠ 601 AKA . Теперь можно легко найти 
элементы треугольника ВСЕ: 

2
3aAD = , 

4
360sin aADED =°⋅= , 

4
13

2

2
2 aBCEDBECE =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+== . 

Вычислим площадь треугольника ВСЕ. Если r – радиус 
вписанной в этот треугольник окружности, то 

( ) ( )132
42

1
+=++⋅=Δ

arBECEBCrS BCE . 

B1 

A

A1

C1
E

B
D

К
С 

Рис. 7 



С другой стороны, 
8

3
2
1 2aEDBCS BCE =⋅=Δ . Приравнивая 

найденные значения площади, получаем ( ) 6/213 −= ar . 
Высота призмы равна, очевидно, 2 r. Поэтому 

( ) 3

12
21332 arADBCrSV ABC ⋅

−
=⋅⋅=⋅= Δ . 

Замечание. В задаче возможен другой вариант чертежа, 
когда плоскость СВЕ пересекает не ребро АА1, а его продолжение. 
В этом случае вместо плоскости СВЕ надо рассмотреть другую 
плоскость, проходящую через ребро В1С1 и перпендикулярную 
А1А1. 

Задачи для самостоятельного решения 
1.1. В правильную четырехугольную пирамиду вписана сфера, 

центр которой делит высоту пирамиды в отношении 5:3, считая 
от вершины. Найти площадь сферы, если стороны основания 
пирамиды равны 18. (Ответ: 81π ). 

1.2. В пирамиду PABCD вписан шар. Основанием пирамиды 
является равнобочная трапеция ABCD с боковой стороной АВ = 
1 и острым углом ϕ , а боковые грани PAD и РВС – 
равнобедренные треугольники, образующие с основанием 
пирамиды один и тот же угол α . Найти радиус вписанного 

шара. (Ответ: 
2

sin5,0 αϕ tg⋅ ). l ⋅

1.3. Найти площадь сферы, вписанной в пирамиду, в основании 
которой лежит треугольник со сторонами 13, 14 и 15 см, если 
вершина пирамиды удалена от каждой стороны основания на 5 
см. (Ответ: 9/64π ). 

1.4. Радиус сферы, вписанной в правильную четырехугольную 
пирамиду, равен r. Двугранный угол, образованный двумя 
соседними боковыми гранями этой пирамиды, равен α . 
Вычислить объем пирамиды, имеющей вершину в центре 
сферы, а вершины основания –  в четырех точках касания 



сферы с боковыми гранями данной пирамиды. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅ αα 223 cos

2
cos

3
4: rОтвет  

1.5. Определить объем шара, вписанного в правильную пирамиду, у 
которой высота равна h, а двугранный угол при основании 
равен °60 . (Ответ: 81/4 3hπ ). 

1.6. Угол между плоскостями основания и боковой грани 
правильной четырехугольной пирамиды равен β , площадь 
вписанной в пирамиду сферы равна S. Найти площадь боковой 

поверхности пирамиды. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅
βπ

β
cos

)2/(:
2ctgSОтвет . 

1.7. Около шара описана правильная четырехугольная пирамида, 
боковая грань которой составляет с плоскостью основания угол 
α . Определить отношение объемов частей пирамиды, на 
которые её рассекает касательная к шару плоскость, 

проведенная параллельно основанию ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
.: 2 αtgОтвет  

1.8. В правильной четырехугольной пирамиде угол наклона 
боковой грани к плоскости основания равен α . Радиус 
вписанной в пирамиду сферы равен r. Найти площадь сечения 
пирамиды, проходящего через центр вписанного шара 
параллельно основанию пирамиды. (Ответ: α2/ ). 2 sin4r

1.9. Все ребра правильной четырехугольной пирамиды имеют одну 
длину α . Через середины боковых ребер, принадлежащих 
одной из боковых граней, проведена плоскость, касающаяся 
вписанного в пирамиду шара. Найти площадь получившегося 
сечения. (Ответ: 16/)36(2 −a ). 

1.10. Доказать, что если в прямую четырехугольную призму можно 
вписать шар, то суммы площадей её противоположных граней 
попарно равны между собой. 

1.11. Доказать, что если в прямую призму можно вписать шар, то 
площадь полной поверхности призмы в шесть раз больше 
площади его основания. 

1.12. Около сферы радиуса R описана правильная шестиугольная 
призма, определить её полную поверхность. 



        (Ответ: 312 2RS = ). 
1.13. В правильную треугольную призму вписана сфера. Найти 

отношение площади сферы к площади полной поверхности 

призмы. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
39

2: πОтвет . 

1.14. Нижним основанием прямой призмы ABCDA1B1C1D1 служит 
ромб с острым углом α . Известно, что в эту призму можно 
вписать шар диаметром d. Определить площадь сечения 
призмы плоскостью, проходящей через ребра ВС и А1D1. 
(Ответ: αsin/22d ). 

1.15. В прямую призму ABCDA1B1C1D1, нижним основанием 
которой является ромб ABCD, вписан шар радиуса r. Найти 
площадь сечения призмы плоскостью, проходящей через 
вершины А, В, С1, если известно, что α=∠BAD .  

       (Ответ: αsin/24 2r ). 
1.16. Около шара описана правильная четырехугольная усеченная 

пирамида, у которой стороны основания относятся как m : n. 
Определить отношение объемов пирамиды и шара. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
⋅

mn
nmnmОтвет

222:
π

. 

1.17. Пирамида SABCD и S1ABCD имеют общее основание ABCD, 
представляющее собой ромб со стороной α  и острым углом, 
равным °60 . Вершины S и  S1 лежат по разные стороны от 
плоскости АВСD, причем боковые грани одной из пирамид 
образуют угол в °30  с основанием, другой – угол в °60 . Найти 
радиус шара, лежащего внутри многогранника SABCDS1 и 
касающегося всех его граней. (Ответ: 4/)33( −a ). 

II Описанная сфера 
Сфера называется описанной около выпуклого многогранника, 

если все вершины многогранника лежат на сфере. 
Таким образом, центр описанной сферы – точка 

равноудаленная от всех вершин многогранника. Отметим, что если 
из центра описанной сферы опустить перпендикуляр на какую-либо 



грань многогранника, то основанием этого перпендикуляра будет 
центр окружности, описанной около этой грани. 

Теорема 2. Если около выпуклого многогранника описана 
сфера, то ее центр является точкой пересечения всех плоскостей, 
проведенных через середины ребер многогранника, перпендикулярно 
этим ребрам. Обратно, если все плоскости, проведенные через 
середины ребер выпуклого многогранника перпендикулярно этим 
ребрам, пересекаются в одной точке, то вокруг многогранника 
можно описать сферу. 

Пирамида и описанная сфера 
 

С помощью теоремы 2 можно доказать следующие 
утверждения: 
1. Вокруг пирамиды можно описать сферу, если можно описать 

окружность около многоугольника, лежащего в основании 
пирамиды. 

2. Вокруг любой треугольной пирамиды можно описать сферу. 
3. Вокруг правильной n-угольной пирамиды можно описать сферу. 
4. Центр сферы, описанной около правильной пирамиды, лежит на 

её высоте или на продолжении высоты за плоскость основания. 
 
При построении чертежа следует учитывать, что центр сферы 

может лежать и внутри, и вне, и на поверхности пирамиды. В 
любом случае, если высота вписанной пирамиды h проходит через 
центр окружности радиуса R1 описанной около основания, то 
радиус R описанной около этой пирамиды сферы можно вычислить 
по формуле 

                                   
h

hRR
2

22
1 +

= .                                        (3) 

 
Действительно, продолжим высоту пирамиды до пересечения 

со сферой в точке S1 (рис. 8). Из прямоугольного треугольника SAS1 
( , так как опирается на диаметр) имеем: °=∠ 901SAS

1
2 OSSOAO ⋅= , где SO = h, OS1 = SS1 – SO = 2R – h. 



С учетом указанных 
соотношений получаем 
уравнение , 
решая которое относительно R 
получаем формулу (3). 

S

)2(2
1 RhR = h−

. 

⋅= , где 

Отметим, что запоминать 
формулу (3) нецелесообразно. 
В дальнейшем при решении 
задач мы будем, как правило, 
повторять рассуждения, 
приведенные при 
доказательстве этой формулы. 

 
Задача 7. Радиус сферы, описанной около правильной 

четырехугольной пирамиды, относится к стороне основания 
пирамиды как 3:4. Найти величину угла между плоскостью 
основания и боковой гранью пирамиды. 

 
Решение. Первый способ. Пусть дана правильная 

четырехугольная пирамида SABCD, SO – её высота. Обозначим 
через О1 центр сферы, описанной около этой пирамиды. Тогда 
точка О1 лежит либо на высоте SO, либо на продолжении высоты за 
плоскость основания. В любом случае радиус сферы равен SO1. 
Обозначим SO1 = R, AB = BC = 
CD = DA = a, SO = h. Из 
условия задачи следует, что R 
= 3 a/4. 

Продолжим высоту SO до 
пересечения со сферой в точке 
S1 (рис 9). Из прямоугольного 
треугольника SAS1 имеем: 

AO 1
2 OSSO

2/ , 

 O
А 

S1
Рис. 8

2aAO = SO h= , 
HROS −= 21 . 

Следовательно, 
. Учитывая, что ( )hRha −= 222

A

S

O1

D

S1

CO

B M

Рис. 9 



R = авнение 2 −h
лучаем, что, либ

3a/4, имеем ур 03 2 =+ aah , решая которое 
относительно h, по о h = а, либо h = 0,5а. 

Пусть SM – апофема грани SBC. Тогда угол между гранью 
SBC 

2

и плоскостью основания равен углу SMO. Из треугольника 
SMO имеем: 

OM
SOSMOtg =∠ , где 

2
aOM = . 

Если SO = h = a, то 2=∠SMOtg . Если  = SO  h = 0,5 a, то 
tg м, получаем
искомого угла

1=MO . Таким образо  два возможных значения 
: 2arctg  и 4/

∠S
π . 

 
Второй способ. Использу

обозн ко
ем введенные выше 

ачения. Рассмотрим сечение сферы и пирамиды плос стью, 
проходящей через вершины A, S и C (рис. 9). Так как треугольник 

ASC вписан в окружность радиуса R, то 
ASCS

ACSCASR
Δ

⋅⋅
= , где 

4

4
3aR = , 

2

2

, 2aAC = 2 ahSCAS +== , 

2
2

2
1 ahSOACS ASC =⋅=Δ . 

Получаем уравнение , решая которое 
относ з то, либо h = a, либо  

а

032 22 =+− aahh
ительно h, аключаем, ч  h = 0,5 а. 
Таким образом, как и в первом случае, получ ем два 

возмо н ужных з ачения искомого гла: 
2arctg  и 4/π . S 
адача 8. Угол между 

высот
й и

З
ой и боковым ребром 

правильно треугольной п рамиды 
равен α . В каком отношении делит 
высоту центр описанной сферы? 

 
 П сть SABC – 

 

Решение.
данная пирамида, SO – её высота, 
тогда

у

 α=∠=∠=∠ OSAOSBOSC .  
S1

O1
A

O C 

B

Рис.10 



 
З т амечание. Задача имее смысл, если центр описанной 

сферы лежит внутри пирамиды на её высоте. Расположение центра 
описа

 
нной сферы относительно пирамиды зависит от угла α . 
 
Если 4/πα = , то SO = OA = OB = OC и, следовательно, О – 

центр сферы и её радиус равен высоте пирамиды. Задача в этом 
случа меет смы

 
е не и сла. 
Если 2/4/ παπ << , то очевидно, что центр сферы лежит на 

продолжении высоты пирамиды за плоскость основания, то есть 
вне пирамиды, и задача также не имеет смысла. 

Пусть 4/0 πα << . Тогда центр сферы О1 лежит на высоте 
внутри пирамиды (рис. 10). Обозначим SO = h, SO1 = R. Продолжим 
высоту пира пересечения со сферой в точке S1. Из 
прямоугольного треугольника SCS1 имеем 1

2 OSSOCO ⋅= , где 
миды до 

αtghCO ⋅= , hROS −= 11 2 . Следовательно, ( )hRhtgh −= 222 α . 

Отсюда 
α

α
2

2 hhtgh +⋅ . Таким образ
cos22

R == ом, 

α2cos11 =−=
hO

11

1 −
=

RSO
SSO

SO
OO

. 

То есть центр описанной сферы делит высоту пирамиды в 
соотношении α2cos  : 1, считая от основания пирамиды, где 

( )4/,0 πα ∈

Задача 9. Пусть R – радиус 
сфер , описанной около правильной 
четы

 

. 
 

ы
рехугольной пирамиды, r – радиус 

сферы, вписанной в эту пирамиду. 

Доказать, что 12 +≥
r
R . 

 
Решение. Пусть SABCD – 

данна пирамида, SO – её высота. 
Обоз е

я 
начим чер  SOOз ∈1  центр 

вписанной в пирамиду сферы (рис.11). 

O
C A

O1

M

K

S

D

B
Рис. 11



Проведем ASM ⊥ SMB , KO ⊥1 . Тогда О1К = О1О = r. Пусть 
α=∠SMO , AB = D =  a. Из прямоугольного 

треугол MO имеем: 

BC = C DA =

ка О1ьни
2211
αtgaOMOtgMOOOr ⋅=∠⋅== . 

Используя далее формулу (3), получаем: 
SO

SOODR
⋅
+

=
2

22

, где 

2
2

2
aDBDO == , 

2
αα tgatgOMSO ⋅

=⋅= . Следовательно, 

( )
α

α
tg
tgaR

⋅
+

=
4
2 2

Таким 

. 

образом, требуется доказать неравенство 

        122 2

+≥
+

=
αtgR

.                                               

2
2 ⋅⋅

αα tgtgr
               (4) 

Обозначим itg =
2
α

, где 0 < i < 1 , поскольку °<< 45
2

0 α . 

Тогда 2
2 1

2

2
1

2
2

t
t

tg

tg
tg

−
=

−

⋅
=

α

α

α , и неравенство (4) имеет вид: 

                       12
)1(2

1
22

4

+≥
⋅−⋅

+
tt

t .                                    (5) 

Так как при 0 < t < 1 имеем ( ) 012 2 >⋅2− tt , то неравенство (5) 
равносильно неравенству ( ) ( ) 2241 tt ⋅≥+  или 

        
1122 t−⋅+

( ) ( ) 0112 ≥+⋅+ t .                                   (6) 

ак 

2322 4 −⋅+ t

Так к ( )2
12322 +=+ , то нераве

верно енству 
нство (6) равносильно 

му нерав
( )( ) 0112

22 ≥−⋅+ t . 
 Все проводимые преобразования являются равносильными, 

поэтому из справедливости последнего неравенства следует 
справедливость неравенства (4). 

 



Замечание. Очевидно, что не во всех случаях центр 
описанно  вокруг пирамиды сферы лежи  на ее высоте. Как 
правило, определение положени

й т
я центра,  выполнение чертежа и 

обоснование построения вызывают особые трудности. Их можно 
избеж

адача 10. В основании  
кото

а и острым углом 

ать, если решать задачу методом координат.  
 
Приведем для сравнения два способа решения следующей 

задачи. 
 
З  треугольной пирамиды, высота
рой равна h, лежит прямоугольный треугольник с катетом 

равным α , прилежащим к этому катету. 
Вершина пирамиды проектируется в вершину прямого угла этого 
треу

с

гольника. Найти радиус сферы, описанной около пирамиды. 
 
Решение. Первый пособ. Пусть SABC – данная 

пирамида (рис.12), °=∠ 90BCA , α=∠CBA , SC = h, CB = а. Через 
середину М гипотенузы АВ проведем прямую MN перпендикулярно 
плоскости АВС (следовательно, параллельно SC), и через середину 
К вы

C). Точка пересечен

перпендикуляре, проходящем 
через

к на
ляре к отрезк

м у

 

A

соты SC прямую KO параллельно МС (следовательно, 
перпендикулярно S O ия прямых MN и КО 
является центром описанной около пирамиды сферы. 

 
Действительно, точка O 

равноудалена от вершин A, В, 
С основания, так как лежит на 

 центр окружности, 
описанной около 
треугольника АВС и 
равноудалена от точек S и C, 
так ка лежит  серединном 
перпендику у CS. 

Обозначи ради с 
сферы через R, тогда СО = R. 
Из прямоугольного 
треугольника АВС имеем:

K

C M

B
O

NS 

Рис. 12 



αcos/a . Из прямоугольного треугольника СМО имеем: СО2 = 

СМ2 + ОМ2, где 

AB =   

αcos22
aABCM == , 

2
hOM = . Следовательно, 

  
α

αcos222 ha +
+ .     

α cos24cos4

2

2

2 haR ==                         (7) 

Второй способ. Пусть SABC – данная пирамида, 
, 

 

°=∠ 90BCA α=∠CBA , SC = h, CB = a. Введем прямоугольный 

базис kj,,   началом 
 координаты

 
→→→

i с в вершине C, как показано на рисунке 13, и 
определим  вершин пирамиды в этом базисе ( )0,0,0C , 

( )hS ,0,0 )0,0,, ( αtga ⋅ , A ( )0,,0 aB . 
с ( )zyxO ,, феры, описанной около пи . Пу ть  – центр с рамиды

Тогда  

ROBOSC ===
→→

,  
 через R обозначен 

радиус сферы. Записывая э
равенства

( )
( )⎪

⎪
⎩

⎨

=+−+
=++−

=−+

.

,

2222

2222

222

2

Rxayx
Rxyatgx

Rhzy
z

α

 
Раскрывая скобки и вычитая из пе авнения системы 

соответственно , третье и четвёртое, получаем равносильные 
систе

=
=

=
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

=−
=−⋅

=−

.2/
,2/

,2/

.02
,02

,02
22

2

ay
atgx

hz

aay
tgaxatg

hhz
ααα

 

C 

A

2
22

O
→

где
S 

2

ти 
 в координатной 

форме, получаем систему 
уравнений: 

⎪
⎪
⎧

+
=++ ,

2

222

x
Ryx

( )
,

рвого ур
 второе

мы: 
⎧ =++⎧ =++ ,, 2222222 RzyxRzyx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

B

O
→

k

→

i

→

j

Рис. 13 



Отсюда 

2

2222 hatga
R

++
=

α
 

Используя формулу полученное 
выра жно преобразовать к виду (7). 

Призма и описанная сфера 
Определим условия, при которых призма является вписанной.  

ан ного многоугольника 
 плоскостью грани. Так 

, а из всех 
парал ольник можно вписать в 
окруж
призм

 призмы. 

ию  призма вписана в 
ст АВСDA1B C 1 – данная 
й (рис. 14). значим ез 

αα 22 cos/11 =+ tg , 
жение мо

Каждая гр ь вписан вписана в 
окружность по которой пересекается сфера с
как боковые грани призмы – параллелограммы

лелограммов только прямоуг
ность, то призма – прямая. Таким образом, если вокруг 

о пр  еы можн  описать сферу, то изма является прямой, и в е 
основании лежит вписанный многоугольник. 

 
Упражнение 5. Доказать, что центр описанной около 

призмы сферы лежит на середине 
отрезка, соединяющего центры 
окружностей, описанных около 
оснований призмы. 

 
Задача 11.  В сферу, 

радиуса R вписана четырехугольная 
призма, в основании которой 
лежит квадрат. Высота призмы h. 
Найти сторону основания

 
Решение. Так как по услов

сферу, то она является прямой. Пу
призма. М и М1 – центры основани
центр O центр описанной сферы, O

B1 C1

 задачи
ь 1

Обо
1D

чер
1MM∈ , 1OMMO = .  

 hMOВ прямоугольном треугольнике OMD стороны 2/= , OD 
= R.  

D

O

A D

C
M

A1

M

B

Рис. 14



Следовательно, 22
2

2 41 RhRMD −=
24

h−= .  

Из треугольника АВD имеем 
2

BDAD = , где 

2242 RMD −=⋅ hBD = . Таким образом, 
2

4 22 hRAD −
= . 

Замечание. Отметим, что задача имеет смысл, если 
, то есть если

 

 Rh 204 22 >− hR < . 

Задачи для самостоятельного решения. 
2.1. В н

пирамид ь объем этой пирамиды, если радиус 
окружности, описанной около её основания, равен r. (Ответ: 

 сферу радиуса R вписана правиль ая четырехугольная 
а. Определит

3:)(2 222 rRRr −± ). 
2.2. В сферу радиуса R вписана правильная четырехугольная 

пирамида, основание которой делит перпендикулярный ему 
радиус пополам. Определить площадь сферы, вписанной в 
пирамиду.  

       (Ответ: 2/)74(2 −Rπ , или 2/)15312(2 −⋅Rπ ). 
2.3. В правильной треугольной пирамиде отношение длины 

бокового ребра к длине ребра основания равно ρ . Указать все 
значения ρ , при которых центр описанной  пирамиды 

одиться внутр миды.  
сферы

будет нах и пира

      (Ответ: 
3
2

>ρ ). 

2.4. В сферу радиуса R вписана правильная треугольная пирамида. 
Каков наибольший возможный объем этой пирамиды? (Ответ: 

27/38 3R ). 
2.5. В основании пирамиды лежит равносторонний треугольник со 

пирамиды

стороной а. Одно из боковых ребер пирамиды также равно а, а 
два других равны b. Найти радиус сферы, описанной около 

.  



       (Ответ: 2
1

44222
1

222 )4()4(5,0
−

−−− babaaba ). 
2.6. Определить двугранный угол при основании правильной 

четырехугольной пирамиды, если радиус описанной сферы в 
2,5 раза больше радиуса вписанной сферы.  

       (Ответ: 
2

2 arctg⋅  или 1
3
π ). 

2.7. Найти высоту правильной четырехугольной пирамиды, если 
известно, что перпендикуляр, опущенный из центра описанной 

рамиды с н её боковую грань, образует с 
высотой пирамиды угол 
около пи феры а 

α , и объем ограниченного сферой 
шара равен V.  

       
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅+

3
1

2

6
21

1:
πα
V

ctg
Ответ . 

2.8. Около сферы описана правильная треугольная призма, а около 
нее описана новая сфера. Найти отношение площадей этих 

. (Ответ: 5 : 1). 
2.9. Около правильной треугольной призмы, высота которой вдвое 

сфер

больше стороны основания, описана сфера. Найти отношение 
объема ограниченного этой сферой шара к объему призмы. 
(Ответ: 27/64π ). 

2.10. В сферу радиуса R вписан прямоугольный параллелепипед, 
диагональ которого образует с меньшей боковой гранью угол 
α . Диагональ основания параллелепипеда образует с большей 
стороной основания угол β . Определить площадь боковой 
поверхности параллелепипеда.  

      ( ) ( )
⎟
⎠

2.11. В сферу радиуса R вписана правильная треугольная призма со 
стороной основания равной а. Найти площадь сечения измы 

⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⋅+⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅

βαβα
β

βπα
coscos

cos
4

sinsin28
: 2

2R
Ответ . 

пр



плоскостью, проходящей через центр сферы и сторону 

основания призмы. (Ответ: 224
3

2 aRa
− ). 

III Другие комбинации сферы и многогранников 
 

ика может 
пределяться различными элементами. Сфера может касаться ребер 
или 

комбинации сферы и 
много

2. В основании 
треугольной пирамиды SABC лежит 
прави  

п с
е
ающейся р

 центр сферы, 

Положение сферы (шара) относительно многогранн
о

граней многогранника, проходить через какие-либо точки 
принадлежащие ребрам граням многогранника. Как и в случае 
вписанной и описанной сферы основным  вопросом, как правило,  
является вопрос о положении центра сферы. В некоторых случаях 
избежать трудностей при построении чертежа помогает метод 
координат. 

Ниже приводятся примеры решения некоторых задач на 
различные 

гранников  
 
Задача 1

S

льный треугольник АВС со 
стороной длины 1. Ребро SC 
пирамиды перпендикулярно лоско ти 
основания, го длина равна 1. Центр 
сферы, кас ебер SA, AB и AC 
, лежит в плоскости SBC. Найти 
радиус сферы. 

 
Решение. Пусть О – ∈O  пл. SBC. Так как 

точка О равноудалена от ребер АВ и АС, то ее проекция на 
основ

н  A C  

 
ание пирамиды лежит на биссектрисе угла САВ, 

следовательно, совпадает с серединой D ребра СВ (рис.15). Так как 
точка O рав оудалена от ребер S  и A , то её проекция F на грань 
SAC лежит на биссектрисе угла SAC, равного °45 . 

Проведем CADE ⊥ . Четырехугольник FEDO является 
прямоугольником, а его диагональ ОЕ равн иса комому радиусу 
(докажите). 

B 

A 

D

OE

F

C

Рис. 15 



A 

D C

 

C1 D1 

M

A1 
O

O

N B1 

Рис. 1

моугольно  Из пря го треугольника ADE имеем: 

46
3sin =⋅=

πADDE
46
3cos =⋅=

πADAE . Из прямоугольного  

треугольника AFE: ( )3 12
48

−=⋅=
πtgAEEF .  

Наконец, из прямоугольного треугольника DOE: 

21830 −OE

6 

4
122 =+= ODDE . 

Задача 13. Внутри куба с ребром a расположены два 
равных, касающихся между собой шара. При этом один шар 
касается трех граней куба, имеющих общую вершину, а другой 
касае

н
 

первый шар касается граней ABCD, 
DCC1  е
лежит на пере ч

В а. Та
тся также биссекторными 

гл брах А1В1  центр 
1В1С1D, AA1B1B и BB1C1C, 

 

тся трех оставшихся граней 
куба. Найдите радиусы этих шаров. 

 
Решение. Пусть да  куб 

1111 DCBABCDA . Предположим, что

D1 и ADD1A1, тогда его ц нтр 
се ении биссекторных 

плоскостей DCB1A1 и ADC1B1 
двугранных углов при ребрах DC и 
AD соответственно, то есть на 
диагонали 1D куб к как 
плоскости DCB1A1 и ADC1B1 являю
плоскостями двугранных у ов при ре
второго шара, касающегося граней А
также лежит на диагонали В1D. Пусть О1 и О2 – центры данных 
шаров, M и N  – точки их касания с гранями АВСD и A1B1C1D1 
соответственно (рис. 16). Тогда О1О2 = 2r, O2N = O1M = r, где через 
r обозначен радиус шаров. 

Из подобия треугольников ВВ1D и O1MD, следует что 

и В1С1, то

1

11
1 BB

MODBDO ⋅
= , где 31 aDB = , aBB = , rMO = . То есть 1 1

3121 rBODO == .  



Так как В1D = В1О2 + О1О2 + О1D, т  получим уравнение  о
rra 2323 += , решая которое находим:  

ar ⋅
−

=
4

33 . 

Задача окового ребра АА1 и 
непараллельных 
А1D1 единичного куба АВСDA1B1C1D1 
и проходит через точку 

 
14. Сфера касается б
ребер основания АВ, 

1CCM ∈ , 
причем . Найдите рад

с
 

точке Р, 1 – в точк
 А1 N, AN = 

AP  отрезки касательных, 
прове сф з 

, , с началом в  вершин
как показано на рисунке 17 и определим координаты точек 

M, N (0,0,x); P(x,0,0); K (0,1–x,1); 

н  

; 011⋅ DAOK ; ADOK . Отсюда 

 3/1=CM  иу
сферы. 

 
Решение. Пусть фера 

касается ребра АА1 в точке N, ребра 
АВ – в ребра А1D е 
K (рис. 17). Тогда А1К = A 

C1 

D

C 

Bс 

как
денных к ере и одной 

точки. 
Пусть AN = х. Тогда А1К = А1N 

= 1–x, так как АА1 = А1D1 = 1. 

Введем прямоугольный базис 
→

i
A куба, 

→

j
→

k  е 

, P, K в этом базисе. Имеем: N
M(1,1,1/3).  

Пусть ( )000 ,, zyxO –центр дан ой сферы. Тогда ⊥ ABOP , 
→→

⊥ 1AAON , 
→→

⊥ 11DAOK . Так как 
→

11DA ║
→

AD , то 
→→

⊥ ADOK . Таким 

образом 
→→

ON
→→ →→

→→

01 =⋅ AA = 0=⋅ xz =0 , 

0 , то естx−1 , x ь y = x=0 ( )xxxO ,1, − .  
22 OP === , где  сферы, 

м
Так как 2 ROMONOK = R – радиус

то получае  систему: 
 22

1 

D1

B

A1

P 

 

M 

N 

→

→

i

→

j

Рис. 17 

k



( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−

1
xx

  
=++

=−+

,3
11

;
2222

222

Rx
Rxx

 
3
5

=Rрешая которую, находим . 

Задачи для самостоятельного решения. 
3.1. В полушар радиуса R вписан куб так, что четыре его вершины 

л ушара,  другие четыре вершины 
р кой поверхности. Вычислить объем 

куба

ежат на основании пол а
асположены на сферичес

⎟⎟⎜⎜ ⋅ 3

33
: RОтвет . . 

⎠⎝
3.

⎞⎛ 22

2. Шар касается четырех ребер куба, прилежащих к одной его 
грани, и касается грани, противоположной указанной. Найти 
отношение объема куба к объему этого шара. 

⎜
⎛Отве ⎟

⎠
⎞

⎝ π125
384:т . 

объемов шара а

3.3. Сфера проходит через вершины одной грани куба и касается 
сторон противоположной грани куба. Найти отношение 

 и куб . ⎟⎟
⎠

⎞⎛ 4141π
⎜⎜
⎝ 384

:Ответ  . 

3.4. Площадь боковой поверхности пирамиды равна S, а объем 
равен V. Известно, что существует шар с центром на основании 
пирамиды, касающийся всех боковых граней. Найти радиус 
этого шара. ⎟

⎠
⎞

⎜
⎛Ответ 3:
⎝ S

V . 

 вну  к площади боковой поверхности 

3.5. Сфера касается боковых ребер правильной шестиугольной 
призмы, основание которой лежит вне сферы. Найти 
отношение площади боковой поверхности призмы, 
заключенной три сферы

призмы, лежащей вне сферы. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝ 4

:Ответ . 
⎛ + 32



3.6. Шар касается одной грани куба с ребром 2a  и всех ребер 
противоположной грани. Найти объем общей части шара и 

куба. ⎟⎟
⎠⎝ 24
⎞⎛ ⋅49 3aπ

⎜⎜ :Ответ . 

первая поверхность касается граней куба, вторая касается его 

третья проходит через его вершины. ⎞
⎜
⎛ 3:2:1:Ответ . 

F – С . Найти радиус сферы, проходящей 
о куба 

3.7. Как относятся между собой поверхности трех шаров, если 

ребер,  ⎟
⎠⎝

3.8. Дан куб 1111 DCBABCDA . Точка E – середина ребра C1D1, точка 
1 1

через точки E, F, A, C, если ребр равно а. 
середина ребра В

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 8Ответ . 

3.9. Ребро куба равно а; АВ – его диагональ. Найти радиус сферы, 
касающейся трех граней, сходящихся в вершине A, и трех 

 

41: a

ребер, выходящих из вершины В. Найти также часть 
поверхности этой сферы, которая лежит вне куба. 

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−⋅ 7256;22: 2aaОтвет π . 

3.10. Найти величину радиуса шара, касающегося основания и 
боковых ребер правильной  четырехугольной пирамиды, у 

равна a, которой сторона основания а плоский угол при 

вершине равен β2 . ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+ 2sin2
2cos:

β
βaОтвет . 

3.11. Правильный тетраэдр помещен внутрь шара радиуса r так, что 

находится внутри те  d 
три его вершины лежат на поверхности шара, а центр шара 

траэдра на расстоянии от его четвертой 
вершины. Найти сторону тетраэдра. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>−+

3
,

33
2:

2
2 drdrdОтвет . 

3.12. Шар касается всех ребер правильной четырехугольной 
пирамиды. Определить радиус шара, если двугранный угол при 



3π  основании пирамиды раве  н и длина стороны основания 

равна a. ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
6

156: aОтвет . 

3.13. Дана правильная четырехугольная пирамида SABCD со 
стороной основания a и боковым ребром b. Первая сфера с 
центром в точке О1 касается плоскостей SAD и SBC в точках A 

SAB и SC и C. Найти
и B, а вторая сфера с центром в точке O2 касается плоскостей 

D в точках B  объем пирамиды АВО1О2. 

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎞⎛ 4

вершине С1. Найти длину сферы с 

основанием ABCD.

⎝
>

− 2
,

2424
:

22

ab
ab

aОтвет . 

3.14. В основании прямой призмы 1111 DCBABCDA  лежит ромб 
АВСD со стороной 3 и острым углом B, равным °60 . Высота 
призмы равна 3/2. Центр сферы радиуса 3 находится на 

линии пересечения 

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

3.15

⎛ 3: πОтвет . 

АА1В1В, ВС. 

. В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит 
прямоугольный треугольник АВС с катетами AB = a, AC = 2a. 
Высота призмы равна a/2. Найти радиус шара, касающегося 

ребра В1С1 и граней АА1С1С, А ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 187: aОтвет . 

бер А1С1 . 

3.16. В основании треугольной призмы лежит правильный 
треугольник АВС со стороной равной a. Боковые ребра АА1, 
ВВ1, СС1 перпендикулярны прямой ВС и образуют угол °60  с 
плоскостью основания. Известно, что существует сфера, 
которая касается всех боковых ребер и ре , А1В1, ВС

Найти объем призмы. ( ) ⎟
⎠

⎜
⎝

± 64/383: 3aОтвет . 

3.17. Основанием треугольной пирамиды SABC является 
правильный треугольник АВС со стороной длины 2. Ребро SA 
перпендикулярно плоскости основания, длина SA равна 3. На 

⎞⎛

продолжениях ребер АВ и SB выбраны соответственно точки М 
и N так, что B лежит на отрезке АМ и на отрезке SN. Шар 



касается граней трехгранного угла с ребрами BC, BM, BN и 

плоскости SAC. Найти . ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅радиус шара +2: 33Ответ . 

3.18. В основании треугольной пирамиды SABC лежит 
прямоугольный треугольник АВС с равными катетами АВ и АС. 
Ребро SA перпендикулярно плоскости АВС. Точка M – середина 
ВС; 22 =⋅= AMSM . Точка K лежит на отрезке SM; 

SKSM ⋅= 4 . Найти радиус шара, касающегося граней 
трехгранного угла с ребрами AS, AB, AC и плоскости, 
проведенной параллельно прямой ВС  и середин через точку K у 

ребра AS. ( )⎟
⎠
⎞⎛

⎜
⎝

3.1

+ 325,0.:Ответ . 

редины SA
диагонали

9. В основании правильной четырехугольной пирамиды SABCD, 
все ребра которой равны 1, лежит квадрат ABCD. Точки M и N 
– се  и SC соответственно; точка K лежит на 

 АС основания, причем ACCK =⋅4 . Найти радиус 
шара, касающегося лучей AD, AB, NM и NK. 

( ) ⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ − 47225:Ответ . 

⎠
3.20. Длина ребра правильного тетраэдра SABC равна 1. Сфера 

касается ребер AS, AC, AB и проходит через середину ВС. 
Найти радиус сферы, если известно, что ее центр лежит внутри 

тетраэдра. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
2:Ответ . 

3.21. В основании  пирамиды SABC лежит правильный 
со стороной

 треугольной
треугольник АВС  длины 1. Ребро SA пирамиды 
перпендикулярно плоскости основания, его длина равна 1. 
Определить радиус сферы, касающейся плоскости основания и 

боковых ребер SA, SB, SC. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ 632

2:Ответ . 

3.22. Дан прави аэдр Альный тетр ВСD с ребром 1. Шар, радиуса 

62
 ка3 сается граней трехгранного угла с вершиной А, другой 



шар, радиуса 
62

1  касается граней трехгранного угла с 

вершиной В, ребрами  которого являются продолжения 
отрезков АВ, CB, DB за вершину В. Определить расстояние 

между центрами шаров. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2:Ответ . 

3.23. В основании пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD со 
стороной 1, боковые грани пирамиды образуют угол в °60  с 

плоскостью основания. Шар радиуса 
34

1  касается граней 

трехгранного угла с вер  А. Другойшиной  шар, радиуса 
4
3  

касается граней трехгранного угла с вершиной В. Определить 

расстояние между центрами шаров. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 31:Ответ . 

радиуса касаются друг друга, причем центр первой сферы 
совпадает с вершиной D, а центр второй сферы расположен 
внутри куба и она касается ребер трехгранного угла с 
вершиной А1. Определить радиус сфер. 

3.24. Дан куб  c ребром 1. Две сферы одинакового  1111 DCBABCDA

( )⎟⎞⎜
⎛ − 274,0:Ответ . 

⎠⎝
3.25. Дан куб 1111 DCBABCDA  c ребром 1. На ребре AD как на 

диаметре построена сфера. Вторая сфера, лежащая внутри 
куба, касается первой сферы и граней трехгранного угла с 
вершиной А1. Определить радиус второй сферы. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 211:Ответ . 

3.26. В основан  треугольной пирамиды SABC лежит 
равносторонний треугольник АВС со стороной 

ии правильной
33 , высота SH 

пирамиды равна 2. Сфера, центр которой лежит внутри 
пирамиды, касается граней АВС, SAB, SAC, и высоты SH. Найти 
радиус сферы. ( )53:Ответ . 



3.27. В основании правильной четырехугольной пирамиды лежит 
 со стороной  32 .квадрат ABCD  1, высота SH пирамиды равна  

Сфера, центр которой лежит внутри пирамиды, касается граней  
ABCD, SCB, SCD, и ребра SA. Найти радиус сферы. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 7/32:Ответ . 

3.28. В основании четырехугольной призмы лежит ромб АВСD со 
стороной 5 и д налью АСиаго  = 8. Сфера касается ребер АА1, 
ВВ1, СС1 призмы и плоскости АВСD в точке С. Найти радиус 

сферы. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 7/78:Ответ . 

3.29. В основании треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит 

АМ = 6, 
равнобедренный треугольник АВС с основанием ВС = 8 и 
медианой точка P – середина медианы АМ. Сфера 
касается боковых ребер АА1, ВВ1, СС1 призмы и плоскости 
основания АВС в точке P. Найти радиус сферы. 

⎟
⎞

⎜
⎛ 23:Ответ . 

3.30. В прав гольной
⎠⎝

ильной треу  призме АВСА1В1С1 с основанием 
АВС и боковыми ребрами АА1, ВВ1, СС1 все ребра равны 6. 
Точки P и Q расположены соответственно на ребрах ВС и А1С1 
так, что 2:1:: 11 == QCQAPCBP . Центр шара, касающегося 
плоскостей АСС1А1 и АВВ1А1, лежит на отрезке PQ. Найти 

радиус шара. ⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ 3:Ответ . 

 правильной
⎠

3.31. В основании  четырехугольной пирамиды лежит 
квадрат ABCD со стороной 6, высота пирамиды равна 4. Точки 
K и L расположены соответственно на ребрах AD и SC так, что 

2:1:: == LCSLKDAK . Центр шара, касающегося плоскостей 
ASB и CSD  отрезке KL. Найти радиус шара. , лежит на

⎟
⎞

⎜
⎛

5
8:Ответ . 

3.32. Основанием 
⎠⎝
параллелепипеда является параллелограмм 

ABCD, в котором °=∠ 60A , АР = 3, AD = 1. Боковые ребра АА1, 



ВВ1, СС1, DD1 перпендикулярны основанию и равны 3 . Точка 
М выбрана на ребре CD так, что CMDM ⋅= 2 . Сфера касается 
плоскостей АВСD и  АА1D1D, причем точки ее касания с 
плоскостями лежат соответственно на прямых ВМ и AD1. 

 сф . ⎟
⎠
⎞⎛Найти радиус еры ⎜

⎝
2/33:Ответ . 

АС

3.33. Дан правильный тетраэдр ABCD с ребром длиной 1. Прямая l 
лежит в плоскости ACD и проходит через точку C 
перпендикулярно . Найти минимально возможный радиус 
шара, касающегося плоскостей граней двугранного угла при 

ребре АВ и прямой l. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+ 1133
:Ответ . 

АВС длины всех ребер Точки M и

22

3.34. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 с основанием 
 равны 1.  N – середины ребер 

А1С1 и СС1 соответственно. Найти минимально возможный 
радиус шара, касающегося плоскостей граней АА1В1В, АВС и 

прямой MN. ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 7232433:Ответ . 

1

проходящей через сер , 1BB
3.35. Ребро куба DCBABCDA  равно а . Найдите радиус сферы, 

едины ребер  и через вершины  
 111

1AA  

А и С1. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

8
7: aОтвет  . 

3.36. В основании пирамиды лежит правильный треугольник со 
стороной равной а, боковое ребро равно b. Найдите радиус 
шара, касающ  или ихегося всех ребер пирамиды  продолжений. 

.
32

:
2 ⎟⎟

)2(
2

⎞⎛

−

⋅±

ab
aab

оной а. параллелепипеда равна b.Найдите 
еры, пр  через концы стороны АВ основания 

⎠
⎜⎜
⎝
Ответ  

3.37. В основании прямоугольного параллелепипеда лежит квадрат 
со стор Высота 
радиус сф оходящей
и касающейся граней параллелепипеда, параллельных АВ. 



3.38. Дан правильный тетраэдр ABCD с ребром а. Найдите радиус 
сферы, проходящей через вершины С и D и середины ребер АВ 

и AC. ⎟⎟
⎠

⎜
⎝ 8

К

⎞
⎜
⎛

: aОтвет . 

высота которой вчетверо больше диаметра шара. Найти 
 объема ъему пирамиды. 

2. В сферу вписан правильный тетраэдр, затем в тетраэдр снова 
вписана сфера. Най двух сфер. 

3. Основание пирамиды – правильный треугольник со стороной 6 
см. Одно из боковы пендикулярно плоскости 

пед, у которого 

верхности сферы равно k. Найти величину угла OLM 

C перпендикулярно плоскости 

22

онтрольная работа 

Вариант 1 
1. Около шара описана правильная четырехугольная пирамида, 

отношение  шара к об

ти отношение площадей 

х ребер пер
основания и равно 4 см. Найти радиус сферы, описанной около 
пирамиды. 

4. Около шара описан прямой параллелепи
диагонали основания равны a и b. Определить полную 
поверхность параллелепипеда. 

5. Окружность, вписанная в правильный треугольник LMN, 
является сечением сферы, центр которой находится в точке О. 
Отношение площади полной поверхности пирамиды OLMN к 
площади по
и указать все значения, которые может принимать k  в условиях 
задачи. 

6. В пирамиде ABCD ребро D
основания АВС, °=∠ 60ACB , 33=AB , ВС = 3, 13=CD . 
Центр сферы радиуса 5 находится на вершине D. Найти длину 
линии пересечения сферы с основанием АВС. 

7. Дан куб с основанием АВСD и боковыми ребрами АА1, ВВ1, СС1 
и DD1; длина ребра куба равна 1. Сфера касается ребер АА1, АD, 
АВ и пересекает ребро СС1 в точке М такой, что СМ = 0,31. 
Найти радиус сферы. 



8. Длина ребра правильного тетраэдра SABC  равна 1. Точка O – 
центр шара, касаю ося ребер , BS и BC. Найти р сстояние 
от точки O до плоскости АВС, если известно, что точка O лежит 
внутри тетраэдра и 

щег  AS а

613=AO . 

9. Дан куб АВСDA1D1C1D1 с ребром 1. Центр сферы радиуса 1 
находится на вершине D. Вторая сфера, центр которой находится 
внутри куба, касается первой сферы и граней трехгранного угла 
куба с вершиной А1. Найти радиус сферы. 

асае  ABCD, АА1В1В, АА1D1D и 
прямой с сферы. 

отношение радиуса 

3. Основанием пирамиды служит правильный треугольник, сторона 
основания которого рав из боковых ребер равно 2 

ит 

тром в точке S проходит через вершины основания 

10. В основании прямоугольного параллелепипеда лежит 
квадрат АВСD со стороной 1, боковые ребра АА1, ВВ1, СС1, DD1 
имеют длину 4. Сфера, центр которой лежит внутри 
параллелепипеда, к тся граней

 А1С. Найти радиу

Вариант 2. 
1. В правильной треугольной пирамиде отношение бокового ребра 

к высоте пирамиды равно 2. Найти 
вписанного в пирамиду шара к стороне основания пирамиды. 

2. В правильный тетраэдр вписана сфера, в сферу вписан новый 
правильный тетраэдр. Найти отношение объемов двух 
тетраэдров. 

на 3 см. Одно 
см и перпендикулярно основанию. Найти радиус описанной 
сферы. 

4. Около шара описана прямая призма в основании которой леж
равнобедренная трапеция с основаниями равными a и b. Найти 
полную поверхность призмы. 

5. Сфера с цен
ABCD правильной четырехугольной пирамиды SABCD. 
Отношение площади полной поверхности пирамиды к площади 
поверхности сферы равно a. Найти величину угла ASB и указать 
все значения, которые может принимать a в условиях задачи. 



6. Все ребра правильной шестиугольной пирамиды равны 1, на 
вершине А1 находится центр сферы радиуса 2. Найти длину 
линии пересечения сферы и основания ABCDEF. 

7. Дан куб с основанием АВСD и боковыми ребрами АА1, ВВ1, СС1, 
DD1; длина ребра куба равна 1. Каждая из двух сфер одинакового 
радиуса 23=R  касается ребра АВ основания и боковых ребер 
АА1 и СС1, не принадлежащих одной грани. Найти расстояние 
между центрами этих сфер. 

8. Длина ребра правильного тетраэдра SABC равна 1. Точка О – 
центр шара радиуса 2 , касающегося лучей AS, AC и AB. Найти 
длину отрезка ОК, где K – середина SC. 

9. Дан куб АВСDA1B1C1D1 с ребром 1. На ребре AD как на диаметре 
построена сфера. Вторая сфера, лежащая внутри куба, касается 
первой сферы и граней трехгранного угла с вершиной В1 . 
Определить радиус второй сферы. 

10. В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит 
правильный треугольник АВС со стороной 34 , высота призмы 
равна 3. Пусть K – точка пересечения диагоналей ВС1 и В1С 
боковой грани ВВ1С1С. Сфера, центр которой принадлежит 
призме, касается прямой А1К и граней АВС, АА1В1В, АА1С1С. 
Найти радиус сферы. 



IV Приложение: задачи из вариантов  ЕГЭ 
Задача 15. Отрезок LM – диаметр сферы. Точки K, N 

лежат на сфере так, что объем пирамиды NKLM наибольший. 
Найти синус угла между прямой MT и плоскостью LMN, если T – 
середина ребра KN.   

 
Решение. Пусть О – центр 

сферы, а R – ее радиус. Тогда  
как диаметр сферы. Поскольку точки 
K и N лежат на сфере, то 
OL = OM = OK = ON = R. Сечения 
сферы плоскостями LKM и LNM – 
окружности радиуса R, описанные 
около треугольников LKM и LNM, 
причем ∠LKM = ∠LNM = 900 как 
вписанные углы, опирающиеся на 
диаметр LM. 

N 

K L 

M 
O 

T P 

Рис. 18 

LM = 2R

Пусть H – высота пирамиды NKLM, опущенная из вершины N, 
а h – высота треугольника LKM, проведенная к стороне LM  (рис. 
18). Поскольку точка N лежит на сфере, а плоскость KLM содержит 
центр сферы, то H R≤ , причем , если H = R NO LKM⊥ . 
Аналогично, поскольку точка K лежит на сфере, то h R≤ , причем 

, если h=R KO LM⊥ . Отсюда для 
объема   пирамиды   NKLM   имеем 

3

NKLM LKM
1 1 1 1V = S H= LM h H 2R R R =
3 3 2 6

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ R
3

. При этом 

3

NKLM
RV =
3

, если H = . Таким образом, пирамида NKLM имеет 

наибольший объем, если треугольники LKM и LNM – 
прямоугольные, равнобедренные с общей гипотенузой LM, лежащие 
во взаимно перпендикулярных плоскостях. 

h = R

Поскольку NO LKM⊥ , то NO OK⊥ . Но LM OK⊥ , поэтому 
по признаку перпендикулярности прямой и плоскости OK LMN⊥ . 
Пусть Р – середина NO. Тогда РТ – средняя линия треугольника 
KON. Следовательно, РТ||OK и поэтому PT LMN⊥ . Значит, РМ – 



проекция ТМ на плоскость LMN, и поэтому ∠ТМР – угол между 
прямой ТМ и плоскостью LMN. Пусть ∠ТМР = α. 

По свойству средней линии треугольника KON отрезок 
. Так как треугольники KON, KOM, NOM равны 

по двум катетам, то треугольник MNK – правильный со стороной 
PT = 0,5OK = 0,5R

KM = OK 2 =R 2 . MT – высота треугольника MNK, значит, 
KM 3 R 6MT = =

2 2
. В треугольнике MPT ∠MPT = 900. Поэтому 

( )
PT R/2 1sin α = = =
MT 6R 6 /2

.  

 
Задача 16. В пирамиде FABC грани ABF и АВС 

перпендикулярны, FB:FA =81:56 . Тангенс угла между прямой ВС и 
плоскостью ABF равен 3. Точка М выбрана на ребре ВС так, что 
BM : MC =2:7 . Точка Т лежит на прямой AF и равноудалена от 
точек М и В. Центр сферы, описанной около пирамиды FABC, 
лежит на ребре АВ, площадь этой сферы равна 4π. Найти  объем 
пирамиды АСМТ. 

 
Решение Пусть R – радиус сферы, описанной около 

пирамиды FABC. Тогда из условия имеем 4Rπ
2 

=4π. Отсюда R = 1. 
Пусть О – центр этой сферы, тогда  

ОА = ОВ = ОС = OF = R = 1, а 
так как О лежит на ребре АВ, то О – 
середина отрезка АВ и треугольники 
ABC и ABF – прямоугольные с общей 
гипотенузой АВ (рис. 19). 

Рис.19  
А 

В 

Т 

 По условию Т∈AF и ТВ = ТМ. 
Опустим из  точки Т в плоскости ABF 
перпендикуляр ТН на  прямую АВ. 
Так как ABF⊥АВС, то TH⊥ABC и, 
следовательно, отрезки НМ и НВ – 
проекции 

 
равных наклонных ТМ и 

ТВ. Значит, НМ = НВ и поэтому 
треугольник ВНМ – равнобедренный, 

С



а его высота НР является медианой, то есть МР = РВ.  
Плоскости ABF и ABC перпендикулярны, поэтому проекцией 

прямой ВС на плоскость ABF является прямая АВ. Отсюда угол 
между прямой ВС и плоскостью ABF равен углу B треугольника 
АВС, и по условию tg B =3. 

Значит,  сos B =
10
1 ,  sin B =

10
3 . Так как АВ = 2R = 2, то 

BC =AB cos B =
10
2 ,  AC =AB sinB =

10
6 .  

Так как ТН⊥АВС, то ТН – высота пирамиды АСМТ. Объем V 

этой  пирамиды найдем по формуле AMCSTHV Δ⋅=
3
1 ,  где – 

площадь треугольника АСМ.  Треугольник АСМ – прямоугольный, 
поэтому S

AMC 
=0,5AC MC . Так как BM : MC =2:7 , то BC : MC =9:7. 

Поэтому    MC =

AMCSΔ

.
109

14
9

7
=

BC  Отсюда 
15
7

=ΔAMCS .  

Так как BM : MC =2:7 и МР = РВ, то можем написать BP =PM 

=a , MC =7a . Отсюда 
9
8

=
BC
РС . Так как НР || АС, то 

9
8

==
BC
РС

AB
AH и 

отсюда 
9

16
9
8

== ABAH . В прямоугольном  треугольнике AFB 

отношение 
56
81

== αtg
FA
FB . Поэтому из прямоугольного 

треугольника ATH находим  
7

18
== αAHtgTH . Окончательно 

.4,0
15
7

7
18

3
1

=⋅⋅=V  

Задачи для самостоятельного решения 
4.1. В шар радиусом 11 вписана правильная треугольная призма 

АВСА1В1С1. Прямая АВ1 образует с плоскостью АСС1 угол 
45°. Найти объем призмы. (Ответ:36      ). 

4.2. Отрезок АB – диаметр сферы. Точки C, D лежат на сфере так, 
что объем пирамиды ABCD наибольший. Найти тангенс угла 



между прямой СМ и плоскостью ABD, если М – середина 
ребра BD. (Ответ: 2 ). 

4.3. Через центр О данной сферы проведено сечение. Точка F 
выбрана на сфере, а точки A, B, C, D – последовательно на 
окружности сечения так, что объем пирамиды FABCD 
наибольший. Точки М и  L – середины ребер FD и FB 
соответственно. Площадь треугольника  СМL равна 4 5 . 
Найти радиус сферы. (Ответ: 4)  

4.4. Дана сфера радиуса 5. Плоскость сечения сферы удалена от ее 
центра на расстояние 3. Точка T  выбрана на сфере, а точки K, 
L, M, N – последовательно на окружности сечения так, что 
объем пирамиды  наибольший. Точка А – середина 
ребра TL. Найти тангенс угла между прямой MA и плоскостью 
TKM. (Ответ:

TKLMN

1
2 2

). 

4.5. Около правильной пирамиды FABC описана сфера, центр 
которой лежит в плоскости основания АВС пирамиды. Точка 
М лежит на ребре AB так, что AM:MB =1:5 . Точка Т лежит на 
прямой AF и равноудалена от точек М и B. Объем пирамиды 

TACM равен 
16

321 . Найти радиус сферы, описанной около 

пирамиды FABC. (Ответ:3). 
4.6. Около правильной пирамиды FABC описана сфера, центр 

которой лежит в плоскости основания АВС пирамиды, 

площадь сферы равна
3

100π . Точка М лежит на ребре AB так, 

что AM:MB = 2 :3. Точка Т лежит на прямой AF и 
равноудалена от точек М и B. Найти объем пирамиды TBCM. 
(Ответ: 35/4). 

4.7. Через центр О данной сферы проведено сечение. Точка F 
выбрана на сфере, а точки A, B, C, D – последовательно на 
окружности сечения так, что объем пирамиды FABCD 
наибольший. Точки M, Т, L – середины ребер FВ, СD  и  AD  
соответственно. Площадь треугольника МLT  
равна 64 5 . Найти радиус сферы. (Ответ: 16). 



4.8. Отрезок LM – диаметр сферы. Точки K, N лежат на сфере так, 
что объем пирамиды NKLM наибольший. Найдите синус угла 
между прямой MT и плоскостью LMN, если T – середина ребра 

KN.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

6
1:Ответ . 
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